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     高考帮——帮你实现大学梦想！

2015-2016学年江苏省常州市高三（上）期末数学试卷
　

一、填空题
1．设复数z满足（z+i）（2+i）=5（i为虚数单位），则z=______．

2．设全集U={1，2，3，4}，集合A={1，3}，B={2，3}，则B∩∁UA=______．

3．某地区有高中学校10所、初中学校30所，小学学校60所，现采用分层抽样的方法从这些学校中抽取20所学校对学生进行体质健康检查，则应抽取初中学校______所．

4．已知双曲线C： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（a＞0，b＞0）的一条渐近线经过点P（1，﹣2），则该双曲线的离心率为______．

5．函数f（x）=log2（﹣x2+2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）的值域为______．

6．某校从2名男生和3名女生中随机选出3名学生做义工，则选出的学生中男女生都有的概率为______．

7．如图所示的流程图中，输出S的值是______

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



8．已知四棱锥P﹣ABCD的底面ABCD是边长为2，锐角为60°的菱形，侧棱PA⊥底面ABCD，PA=3，若点M是BC的中点，则三棱锥M﹣PAD的体积为______．

9．已知实数x，y满足 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，则2x+y的最大值为______．

10．已知平面向量 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，x∈R，若 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，则|
[image: image8]|=______．

11．已知等比数列{an}的各项均为正数，且a1+a2= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，a3+a4+a5+a6=40．则 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


的值为______．

12．如图，直角梯形ABCD中，AB∥CD，∠DAB=90°，AD=AB=4，CD=1，动点P在边BC上，且满足 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（m，n均为正实数），则 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


的最小值为______．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



13．在平面直角坐标系xOy中，已知圆O：x2+y2=1，O1：（x﹣4）2+y2=4，动点P在直线x+
[image: image14]y﹣b=0上，过P分别作圆O，O1的切线，且点分别为A，B，若满足PB=2PA的点P有且只有两个，则实数b的取值范围是______．

14．已知函数f（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


若不等式f（x）≥kx，对x∈R恒成立，则实数k的取值范围是______．

　

二、简答题
15．在△ABC中，角A，B，C的对边分别为a，b，c，已知cos（B﹣C）=1﹣cosA，且b，a，c成等比数列，求：

（1）sinB•sinC的值；

（2）A；

（3）tanB+tanC的值．

16．如图，正三棱柱A1B1C1﹣ABC，点D，E分别是A1C，AB的中点．

（1）求证：ED∥平面BB1C1C

（2）若AB= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


BB1，求证：A1B⊥平面B1CE．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



17．已知等差数列{an}的公差d为整数，且ak=k2+2，a2k=（k+2）2，其中k为常数且k∈N*
（1）求k及an
（2）设a1＞1，{an}的前n项和为Sn，等比数列{bn}的首项为l，公比为q（q＞0），前n项和为Tn，若存在正整数m，使得 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，求q．

18．如图，直线l是湖岸线，O是l上一点，弧 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


是以O为圆心的半圆形栈桥，C为湖岸线l上一观景亭，现规划在湖中建一小岛D，同时沿线段CD和DP（点P在半圆形栈桥上且不与点A，B重合）建栈桥，考虑到美观需要，设计方案为DP=DC，∠CDP=60°且圆弧栈桥BP在∠CDP的内部，已知BC=2OB=2（km），设湖岸BC与直线栈桥CD，DP是圆弧栈桥BP围成的区域（图中阴影部分）的面积为S（km2），∠BOP=θ

（1）求S关于θ的函数关系式；

（2）试判断S是否存在最大值，若存在，求出对应的cosθ的值，若不存在，说明理由．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



19．在平面直角坐标系xOy中，设椭圆 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（a＞b＞0）的离心率是e，定义直线y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


为椭圆的“类准线”，已知椭圆C的“类准线”方程为y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，长轴长为4．

（1）求椭圆C的方程；

（2）点P在椭圆C的“类准线”上（但不在y轴上），过点P作圆O：x2+y2=3的切线l，过点O且垂直于OP的直线l交于点A，问点A是否在椭圆C上？证明你的结论．

20．已知a，b为实数，函数f（x）=ax3﹣bx．

（1）当a=1且b∈[1，3]时，求函数F（x）=|
[image: image24]|+2b+1（x∈[
[image: image25]]的最大值为M（b））；

（2）当a=0，b=﹣1时，记h（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 



①函数h（x）的图象上一点P（x0，y0）处的切线方程为y=y（x），记g（x）=h（x）﹣y（x）．问：是否存在x0，使得对于任意x1∈（0，x0），任意x2∈（x0，+∞），都有g（x1）g（x2）＜0恒成立？若存在，求也所有可能的x0组成的集合；若不存在，说明理由．

②令函数H（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，若对任意实数k，总存在实数x0，使得H（x0）=k成立，求实数s的取值集合．

　

选修4-1：几何证明选讲
21．如图所示，△ABC是⊙O的内接三角形，且AB=AC，AP∥BC，弦CE的延长线交AP于点D，求证：AD2=DE•DC．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

选修4-2：矩形与变换
22．已知矩阵M= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


的属于特征值8的一个特征向量是e= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，点P（﹣1，2）在M对应的变换作用下得到点Q，求Q的坐标．

　

2015-2016学年江苏省常州市高三（上）期末数学试卷
参考答案与试题解析
　

一、填空题
1．设复数z满足（z+i）（2+i）=5（i为虚数单位），则z=　2﹣2i　．

【考点】复数代数形式的乘除运算．

【分析】把已知等式变形，然后利用复数代数形式的乘除运算化简得答案．

【解答】解：由（z+i）（2+i）=5，得z+i= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴z=2﹣2i．

故答案为：2﹣2i．

　

2．设全集U={1，2，3，4}，集合A={1，3}，B={2，3}，则B∩∁UA=　{2}　．

【考点】交、并、补集的混合运算．

【分析】先求出（∁UA），再根据交集的运算法则计算即可

【解答】解：∵全集U={1，2，3，4}，集合A={1，3}，

∴（∁UA）={2，4}
∵B={2，3}，

∴（∁UA）∩B={2}
故答为：{2}
　

3．某地区有高中学校10所、初中学校30所，小学学校60所，现采用分层抽样的方法从这些学校中抽取20所学校对学生进行体质健康检查，则应抽取初中学校　6　所．

【考点】分层抽样方法．

【分析】从100所学校抽取20所学校做样本，样本容量与总体的个数的比为1：5，得到每个个体被抽到的概率，即可得到结果．

【解答】解：某城地区有学校10+30+60=100所，

现在采用分层抽样方法从所有学校中抽取20所，

每个个体被抽到的概率是 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴用分层抽样进行抽样，应该选取初中学校 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


×30=6人．

故答案为：6．

　

4．已知双曲线C： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（a＞0，b＞0）的一条渐近线经过点P（1，﹣2），则该双曲线的离心率为　
[image: image36]　．

【考点】双曲线的简单性质．

【分析】根据双曲线的渐近线过点P，建立a，b，c的关系，结合离心率的公式进行求解即可．

【解答】解：焦点在x轴上的双曲线的渐近线方程为y=±
[image: image37]x，

∵一条渐近线经过点P（1，﹣2），

∴点P（1，﹣2）在直线y=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


x，

即 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=2，则b=2a，则c2=a2+b2=5a2，

即c= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


a，

则双曲线的离心率e= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

故答案为： SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

5．函数f（x）=log2（﹣x2+2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）的值域为　（﹣∞，
[image: image46]]　．

【考点】对数函数的图象与性质．

【分析】根据对数函数以及二次函数的性质解答即可．

【解答】解：∵0＜﹣x2+2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


≤2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴x=0时，f（x）最大，

f（x）最大值=f（0）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

故答案为：（﹣∞， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


]．

　

6．某校从2名男生和3名女生中随机选出3名学生做义工，则选出的学生中男女生都有的概率为　
[image: image52]　．

【考点】古典概型及其概率计算公式．

【分析】先求出基本事件总数，由选出的学生中男女生都有的对立事件是选出的3名学生都是女生，由此利用对立事件概率计算公式能求出选出的学生中男女生都有的概率．

【解答】解：某校从2名男生和3名女生中随机选出3名学生做义工，

基本事件总数n= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=10，

选出的学生中男女生都有的对立事件是选出的3名学生都是女生，

∴选出的学生中男女生都有的概率为p=1﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=1﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

故答案为： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

　

7．如图所示的流程图中，输出S的值是　
[image: image58]　
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



【考点】程序框图．

【分析】运行流程图，写出每次i＜1026成立时S，k的值，当k=2016，k＜1026不成立，退出循环，输出S的值为 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

【解答】解：运行如图所示的流程图，有

S=3，k=1，

k＜1026成立，S= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，k=2

k＜1026成立，S= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，k=3

k＜1026成立，S=3，k=4

…

观察规律可得S的取值周期为3，由于2016=672×3，

所以：k＜1026成立，S= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，k=2016

k＜1026不成立，退出循环，输出S的值为 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

故答案为： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

　

8．已知四棱锥P﹣ABCD的底面ABCD是边长为2，锐角为60°的菱形，侧棱PA⊥底面ABCD，PA=3，若点M是BC的中点，则三棱锥M﹣PAD的体积为　
[image: image66]　．

【考点】棱柱、棱锥、棱台的体积．

【分析】由AD∥BC可知S△ADM=S△ABD，则VM﹣PAD=VP﹣ADM= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

【解答】解：∵底面ABCD是边长为2，锐角为60°的菱形，

S△ADM=S△ADB= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∵PA⊥底面ABCD，

∴VM﹣PAD=VP﹣ADM= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

故答案为 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

9．已知实数x，y满足 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，则2x+y的最大值为　
[image: image75]　．

【考点】简单线性规划．

【分析】由约束条件作出可行域，化目标函数为直线方程的斜截式，数形结合得到最优解，联立方程组求得最优解的坐标，代入目标函数得答案．

【解答】解由约束条件 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


作出可行域如图，

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



联立 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，解得A（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


），

令z=2x+y，得y=﹣2x+z，

由图可知，当直线y=﹣2x+z过A时，直线在y轴上的截距最大，z有最大值为 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

故答案为： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

　

10．已知平面向量 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，x∈R，若 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，则|
[image: image85]|=　2　．

【考点】向量的模．

【分析】根据向量的垂直关系求出 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，从而求出|
[image: image88]|即可．

【解答】解：平面向量 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，x∈R，

若 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，则4x+2x﹣2=0，解得：2x=1，

∴
[image: image92]=（1，1）， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=（1，﹣1）

∴
[image: image94]﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=（0，﹣2），

∴|
[image: image96]|=2，

故答案为：2．

　

11．已知等比数列{an}的各项均为正数，且a1+a2= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，a3+a4+a5+a6=40．则 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


的值为　117　．

【考点】等比数列的通项公式．

【分析】利用等比数列的通项公式即可得出．

【解答】解：设等比数列{an}的公比为q，

∵a1+a2= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，a3+a4+a5+a6=40．

∴
[image: image100]，

解得a1= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，q=3．

则 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=117．

故答案为：117．

　

12．如图，直角梯形ABCD中，AB∥CD，∠DAB=90°，AD=AB=4，CD=1，动点P在边BC上，且满足 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（m，n均为正实数），则 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


的最小值为　
[image: image107]　．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



【考点】平面向量的基本定理及其意义．

【分析】假设 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=λ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，用 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


表示出 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，使用平面向量的基本定理得出m，n与λ的关系，得到 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


关于λ的函数，求出函数的最值．

【解答】解： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 = SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 = SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+
[image: image119]，

设 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=λ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 




 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+λ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（0≤λ≤1），

则 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=（1﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


） SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+λ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

∵
[image: image130]，∴m=1﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，n=λ．

∴
[image: image132]= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


≥
[image: image136]= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

当且仅当3（λ+4）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


即（λ+4）2= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时取等号．

故答案为： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

　

13．在平面直角坐标系xOy中，已知圆O：x2+y2=1，O1：（x﹣4）2+y2=4，动点P在直线x+
[image: image141]y﹣b=0上，过P分别作圆O，O1的切线，且点分别为A，B，若满足PB=2PA的点P有且只有两个，则实数b的取值范围是　﹣
[image: image142]＜b＜4　．

【考点】直线与圆的位置关系．

【分析】求出P的轨迹方程，动点P在直线x+
[image: image143]y﹣b=0上，满足PB=2PA的点P有且只有两个，转化为直线与圆x2+y2+
[image: image144]x﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=0相交，即可求出实数b的取值范围．

【解答】解：由题意O（0，0），O1（4，0）．设P（x，y），则

∵PB=2PA，

∴（x﹣4）2+y2=4（x2+y2），

∴x2+y2+
[image: image146]x﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=0，

圆心坐标为（﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，0），半径为 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∵动点P在直线x+
[image: image150]y﹣b=0上，满足PB=2PA的点P有且只有两个，

∴直线与圆x2+y2+
[image: image151]x﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=0相交，

∴圆心到直线的距离d= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


＜
[image: image154]，

∴﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


＜b＜﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+
[image: image158]
故答案为：﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


＜b＜4．

　

14．已知函数f（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


若不等式f（x）≥kx，对x∈R恒成立，则实数k的取值范围是　﹣3≤k≤e2　．

【考点】函数恒成立问题．

【分析】根据分段函数的表达式，利用参数分离法，构造函数，求函数的导数，利用导数研究函数的最值即可得到结论．

【解答】解：当x=0时，不等式f（x）≥kx等价为0≥0成立，

当x＜0时，由f（x）≥kx得2x2﹣3x≥kx，即2x﹣3≤k，

当x＜0，2x﹣3＜﹣3，则k≥﹣3；

当x＞0时，由f（x）≥kx得ex+e2≥kx， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


≥k，

设h（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，当x＞0时，h′（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

设g（x）=xex﹣ex﹣e2，则g′（x）=xex，

当x＞0时，g′（x）＞0，即函数g（x）为增函数，

∵g（2）=2e2﹣e2﹣e2=0，

∴当x＞2时，g（x）＞0，h′（x）＞0，函数h（x）为增函数，

当0＜x＜2时，g（x）＜0，h′（x）＜0，函数h（x）为减函数，

即当x=2时，函数h（x）取得极小值，同时也是最小值h（2）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=e2，

此时k≤e2，

综上﹣3≤k≤e2，

故答案为：﹣3≤k≤e2．

　

二、简答题
15．在△ABC中，角A，B，C的对边分别为a，b，c，已知cos（B﹣C）=1﹣cosA，且b，a，c成等比数列，求：

（1）sinB•sinC的值；

（2）A；

（3）tanB+tanC的值．

【考点】正弦定理；三角函数的化简求值．

【分析】（1）利用三角形内角和定理及两角和的余弦函数公式化简cos（B﹣C）=1﹣cosA即可求得sinBsinC的值．

（2）由等比数列的性质可得a2=bc，由正弦定理得sin2A=sinBsinC，由（1）解得sin2A= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，结合范围A∈（0，π），a边不是最大边，即可解得A的值．

（3）由B+C=π﹣A= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，可得cos（B+C）=cosBcosC﹣sinBsinC=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，解得cosBcosC的值，利用同角三角函数基本关系式及两角和的正弦函数公式化简所求后计算即可得解．

【解答】（本题满分为14分）

解：（1）∵cos（B﹣C）=1﹣cosA=1+cos（B+C），

∴cosBcosC+sinBsinC=1+cosBcosC﹣sinBsinC，

∴sinBsinC= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．…2分

（2）∵b，a，c成等比数列，∴a2=bc，

由正弦定理，可得sin2A=sinBsinC，

从而sin2A= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

因为A∈（0，π），所以sinA= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

又因为a边不是最大边，所以A= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


…8分

（3）因为B+C=π﹣A= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

所以cos（B+C）=cosBcosC﹣sinBsinC=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

从而cosBcosC= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，…10分

所以tanB+tanC= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=﹣2﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


…14分

　

16．如图，正三棱柱A1B1C1﹣ABC，点D，E分别是A1C，AB的中点．

（1）求证：ED∥平面BB1C1C

（2）若AB= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


BB1，求证：A1B⊥平面B1CE．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



【考点】平面与平面垂直的判定；直线与平面平行的判定．

【分析】（1）连结AC1，BC1，则DE∥BC1，由此能证明ED∥平面BB1C1C．

（2）推导出CE⊥AB，从而CE⊥平面ABB1A1，进而CE⊥A1B，再推导出Rt△A1B1B∽Rt△B1BE，从而A1B⊥B1E，由此能证明A1B⊥平面B1CE．

【解答】证明：（1）连结AC1，BC1，

∵AA1C1C是矩形，D是A1C的中点，∴D是AC1的中点，

在△AA1C1C中，∵D、E分别是AC1、AB的中点，

∴DE∥BC1，

∵DE⊄平面BB1C1C，BC1⊂平面BB1C1C，

∴ED∥平面BB1C1C．

（2）∵△ABC是正三角形，E是AB的中点，∴CE⊥AB，

又∵正三棱柱A1B1C1﹣ABC中，平面ABC⊥平面ABB1A1，交线为AB，

∴CE⊥平面ABB1A1，

∴CE⊥A1B，

在矩形ABB1A1中，∵
[image: image181]，

∴Rt△A1B1B∽Rt△B1BE，∴∠B1A1B=∠BB1E，

∴∠B1A1B+∠A1B1E=∠BB1E+∠A1B1E=90°，

∴A1B⊥B1E，

∵CE，B1E⊂平面B1CE，CE∩B1E=E，

∴A1B⊥平面B1CE．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

17．已知等差数列{an}的公差d为整数，且ak=k2+2，a2k=（k+2）2，其中k为常数且k∈N*
（1）求k及an
（2）设a1＞1，{an}的前n项和为Sn，等比数列{bn}的首项为l，公比为q（q＞0），前n项和为Tn，若存在正整数m，使得 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，求q．

【考点】数列的求和；等差数列的通项公式．

【分析】（1）根据等差数列{an}的公差d为整数，且ak=k2+2，a2k=（k+2）2，其中k为常数且k∈N*，

可得a1+（k﹣1）d=k2+2，a1+（2k﹣1）d=（k+2）2，解得d=4+
[image: image184]，即可得出．

（2）由于a1＞1，可得an=6n﹣3，Sn=3n2．而 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，可得T3= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=1+q+q2．整理为：q2+q+1﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=0，利用△≥0，解得m，即可得出．

【解答】解：（1）∵等差数列{an}的公差d为整数，且ak=k2+2，a2k=（k+2）2，其中k为常数且k∈N*，

∴a1+（k﹣1）d=k2+2，a1+（2k﹣1）d=（k+2）2，解得d=4+
[image: image188]，∵k=1或2，

∴当k=1时，d=6，a1=3，an=3+6（n﹣1）=6n﹣3；

当k=2时，d=5，a1=1，an=1+5（n﹣1）=5n﹣4．

（2）∵a1＞1，∴an=6n﹣3，∴Sn= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=3n2．

∵
[image: image190]，∴T3= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=1+q+q2．

整理为：q2+q+1﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=0，∵△=1﹣4 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


≥0，解得m2≤
[image: image195]，∵m∈N*，∴m=1或2．

当m=1时，q2+q﹣3=0，q＞0，解得q= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

当m=2时，q2+q=0，q＞0，舍去．

综上可得：q= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


．

　

18．如图，直线l是湖岸线，O是l上一点，弧 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


是以O为圆心的半圆形栈桥，C为湖岸线l上一观景亭，现规划在湖中建一小岛D，同时沿线段CD和DP（点P在半圆形栈桥上且不与点A，B重合）建栈桥，考虑到美观需要，设计方案为DP=DC，∠CDP=60°且圆弧栈桥BP在∠CDP的内部，已知BC=2OB=2（km），设湖岸BC与直线栈桥CD，DP是圆弧栈桥BP围成的区域（图中阴影部分）的面积为S（km2），∠BOP=θ

（1）求S关于θ的函数关系式；

（2）试判断S是否存在最大值，若存在，求出对应的cosθ的值，若不存在，说明理由．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



【考点】在实际问题中建立三角函数模型．

【分析】（1）根据余弦定理和和三角形的面积公式，即可表示函数关系式，

（2）存在，存在，S′= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（3cosθ+3 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


sinθ﹣1），根据两角和差的余弦公式即可求出．

【解答】解：（1）在△COP中，

CP2=CO2+OP2﹣2OC•OPcosθ=10﹣6cosθ，

从而△CDP得面积S△CDP= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


CP2= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（5﹣3cosθ），

又因为△COP得面积S△COP= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


OC•OP= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


sinθ，

所以S=S△CDP+S△COP﹣S扇形OBP= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（3sinθ﹣3 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


cosθ﹣θ）+
[image: image208]，0＜θ＜θ0＜π，cosθ0= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

当DP所在的直线与半圆相切时，设θ取的最大值为θ0，此时在△COP中，OP=1，

OC=3，∠CPO=30°，CP= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=6sinθ0，cosθ0= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

（2）存在，S′= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（3cosθ+3 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


sinθ﹣1），

令S′=0，得sin（θ+
[image: image214]）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

当0＜θ＜θ0，S′＞0，所以当θ=θ0时，S取得最大值，

此时cos（θ0+
[image: image216]）=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴cosθ0=cos[（θ0+
[image: image218]）﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


]=cos（θ0+
[image: image220]）cos SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+sin（θ0+
[image: image222]）sin SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

19．在平面直角坐标系xOy中，设椭圆 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（a＞b＞0）的离心率是e，定义直线y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


为椭圆的“类准线”，已知椭圆C的“类准线”方程为y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，长轴长为4．

（1）求椭圆C的方程；

（2）点P在椭圆C的“类准线”上（但不在y轴上），过点P作圆O：x2+y2=3的切线l，过点O且垂直于OP的直线l交于点A，问点A是否在椭圆C上？证明你的结论．

【考点】椭圆的简单性质．

【分析】（1）由题意列关于a，b，c的方程，联立方程组求得a2=4，b2=3，c2=1，则椭圆方程可求；

（2）设P（x0，2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）（x0≠0），当x0= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时和x0=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时，求出A的坐标，代入椭圆方程验证知，A在椭圆上，当x0≠±
[image: image231]时，求出过点O且垂直于0P的直线与椭圆的交点，写出该交点与P点的连线所在直线方程，由原点到直线的距离等于圆的半径说明直线是圆的切线，从而说明点A在椭圆C上．

【解答】解：（1）由题意得： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


 = SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，2a=4，

又a2=b2+c2，联立以上可得：

a2=4，b2=3，c2=1．

∴椭圆C的方程为 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+y2=1；

（2）如图，由（1）可知，

椭圆的类准线方程为y=±2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

不妨取y=2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

设P（x0，2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）（x0≠0），

则kOP= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴过原点且与OP垂直的直线方程为y=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


x，

当x0= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时，过P点的圆的切线方程为x= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

过原点且与OP垂直的直线方程为y=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


x，

联立 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，解得：A（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


），

代入椭圆方程成立；

同理可得，当x0=﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时，点A在椭圆上；

当x0≠±
[image: image248]时，

联立 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

解得A1（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


），A2（﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


），

PA1所在直线方程为（2 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+
[image: image256]x0）x﹣（x0
[image: image257]﹣6）y﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


x02﹣12 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=0．

此时原点O到该直线的距离d= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴说明A点在椭圆C上；

同理说明另一种情况的A也在椭圆C上．

综上可得，点A在椭圆C上．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

20．已知a，b为实数，函数f（x）=ax3﹣bx．

（1）当a=1且b∈[1，3]时，求函数F（x）=|
[image: image263]|+2b+1（x∈[
[image: image264]]的最大值为M（b））；

（2）当a=0，b=﹣1时，记h（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 



①函数h（x）的图象上一点P（x0，y0）处的切线方程为y=y（x），记g（x）=h（x）﹣y（x）．问：是否存在x0，使得对于任意x1∈（0，x0），任意x2∈（x0，+∞），都有g（x1）g（x2）＜0恒成立？若存在，求也所有可能的x0组成的集合；若不存在，说明理由．

②令函数H（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，若对任意实数k，总存在实数x0，使得H（x0）=k成立，求实数s的取值集合．

【考点】利用导数求闭区间上函数的最值；利用导数研究曲线上某点切线方程．

【分析】（1）记t（x）=x2﹣lnx，x∈[
[image: image267]，2]，求出t（x）的范围是[
[image: image268]，4﹣ln2]，b∈[1，3]时，记v（t）=|t﹣b|+2b+1，求出函数的单调性，求出M（b）即可；

（2）①求出h（x）的导数，求出g（x）的表达式，结合函数的单调性求出x0的值即可；

②求出H（x）的值域，根据y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


x在[s，+∞）递增，值域是[
[image: image270]，+∞），若s＞e，则函数y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


在（0，e）递增，[e，s）是减函数，其值域是（﹣∞， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


]，得到 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


≤
[image: image274]，即s2﹣2elns≤0，①，记u（s）=s2﹣2elns，根据函数的单调性判断即可．

【解答】解：（1）F（x）=|x2﹣lnx﹣b|+2b+1，

记t（x）=x2﹣lnx，x∈[
[image: image275]，2]，则t′（x）=2x﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

令t′（x）=0，得：x= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，


[image: image278]＜x＜2时，t′（x）＜0，t（x）在（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）上递减，


[image: image281]＜x＜2时，t′（x）＞0，t（x）在（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，2）上递增，

又t（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


+ln2，t（2）=4﹣ln2，t（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


且t（2）﹣t（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


﹣2ln2＞0，

∴t（x）的范围是[
[image: image289]，4﹣ln2]，

b∈[1，3]时，记v（t）=|t﹣b|+2b+1，

则v（t）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∵v（t）在[
[image: image291]，b]上递减，在（b，4﹣ln2]递增，

且v（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）=3b+
[image: image293]，v（4﹣ln2）=b+5﹣ln2，

v（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）﹣v（4﹣ln2）=2b+
[image: image295]，

∴b≤
[image: image296]时，最大值M（b）=v（4﹣ln2）=b+5﹣ln2，

b＞
[image: image297]时，最大值M（b）=v（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）=3b+
[image: image299]，

∴M（b）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


；

（2）h（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

①h′（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，h′（x0）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴y（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（x﹣x0）+y0，

g（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


﹣y0﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


（x﹣x0），g（x0）=0，

g′（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，g′（x0）=0，

令G（x）=g′（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，G′（x）= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

∴g′（x）在（0， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）递减，在（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，+∞）递增，

若x0＜
[image: image314]，则x∈（0，x0）时，g′（x）＞0，g（x）递增，g（x）＜g（x0）=0，

x∈（x0， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）时，g′（x）＜0，g（x）递减，g（x）＜g（x0）=0，不符合题意，

若x0＞
[image: image316]，则x∈（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，x0）时，g′（x）＜0，g（x）递减，g（x）＞g（x0）=0，

x∈（x0，+∞）时，g′（x）＞0，g（x）递增，g（x）＞g（x0）=0，不符合题意，

若x0= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，则x∈（0， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）时，g（x）＜0，x∈（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，+∞）时，g（x）＞0，符合题意，

综上，存在x0满足要求，且x0的取值集合是{
[image: image321]}，

②∵对任意实数k，总存在实数x0，使得H（x0）=k成立，

∴y=H（x）的值域是R，

y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


x在[s，+∞）递增，值域是[
[image: image323]，+∞），

对于y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，y′= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，x=e时，y′=0，

x＞e时，y′＞0，在（e，+∞）递增，

0＜x＜e时，y′＜0，在（0，e）递减，

若s＞e，则函数y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


在（0，e）递增，[e，s）是减函数，

其值域是（﹣∞， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


]，

又 SHAPE  \* MERGEFORMAT 


＜
[image: image329]，不符合题意，舍去，

若0＜s≤e，则函数y= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


在（0，s）递增，

其值域是（﹣∞， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


），

由题意得： SHAPE  \* MERGEFORMAT 


≤
[image: image333]，即s2﹣2elns≤0，①，

记u（s）=s2﹣2elns，u′（s）=2s﹣ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

0＜s＜
[image: image336]时，u′（s）＜0，u（s）在（0， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）递减，

s＞
[image: image338]时，u′（s）＞0，u（s）在（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，e）递增，

∴s= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时，u（s）有最小值u（ SHAPE  \* MERGEFORMAT 


）=0，

从而u（s）≥0恒成立（当且仅当s= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


时，u（s）=0）②，

由①②得：u（s）=0，得：s= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，

综上，实数s的取值集合是{
[image: image344]}．

　

选修4-1：几何证明选讲
21．如图所示，△ABC是⊙O的内接三角形，且AB=AC，AP∥BC，弦CE的延长线交AP于点D，求证：AD2=DE•DC．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



【考点】与圆有关的比例线段．

【分析】连接AE，通过证明∠AED=∠CAD，∠ACD=∠EAD，得到△ACD∽△EAD，即可证明结论．

【解答】证明：连接AE，则∠AED=∠B，

∵AB=AC，

∴∠ACB=∠B，

∴∠AED=∠ACB，

∵AP∥BC，

∴∠ACB=∠CAD，

∴∠AED=∠CAD．

∵∠ACD=∠EAD，

∴△ACD∽△EAD，

∴
[image: image346]，

∴AD2=DE•DC．

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



　

选修4-2：矩形与变换
22．已知矩阵M= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


的属于特征值8的一个特征向量是e= SHAPE  \* MERGEFORMAT 


，点P（﹣1，2）在M对应的变换作用下得到点Q，求Q的坐标．

【考点】矩阵特征值的定义；特征向量的定义；特征向量的意义．

【分析】利用矩阵的特征值和特征向量的定义，求出矩阵，即可求Q的坐标．

【解答】解：由题意， SHAPE  \* MERGEFORMAT 


  SHAPE  \* MERGEFORMAT 


=8×
[image: image352]，

∴
[image: image353]，∴a=6，b=4，

∴
[image: image354]，

∴Q的坐标是（﹣2，4）．
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